Capitulo 4

Espacios Vectoriales

4.1. Definicién

Un espacio vectorial definido en el campo de los reales es un
St¢ a1 . i, - e CO
esta cerrado bajo una operacion de adicién o ley de Com})osi(-iéxl it L.C
de multiplicacién escalar o ley de composicién externa, (L.C E ) KU

D ae (,Onlp()ll( !lt eS. (‘/. t 3 3

njunto de vectores no vacios, (ue

) ¥y una operacién

V' = Conjunto de vectores no vacfos.
+=EsunaL.Cl. en V.

R = Es el campo de los reales,

= Esuna L.CE.en V.

La suma o adicién en V cumple con los siguientes axiomas:

Axioma 4.1 La suma es unag ley de composicion interng enV.
En stmbolos: T ¢ VAY € VISR

Axioma 4.2 La suma es conmutativa en V.
Significa que: V7, Vy eV: T+ y=9p+=x.

Axioma 4.3 La suma es asociativa en V.
— — — —->)

Esdecz'r:\/?,?f,—z’eV:(?—i—?)—% =7+ (y+2

Axioma 4.4 Eriste un elemento neutro para la suma en V.
El elemento neutro o vector nulo se den%a por, 0.
En stmbolos: 30 €V /IVZ €V :Z+0=0+7 =7,

Axioma 4.5 Todo elemento de V admite un inverso aditivo u opuesto en V.
Al elemento opuesto del vector T, denotaremos por (=7).

—)
Esdecir:YZ € V:3(-Z)eV | T+ (-T)=-Z+Z=0.
La multiplicacién escalar cumple con los axiomas siguientes:

Axioma 4.6 El producto escalar es una ley de composicion externa en V.
En stmbolos: c ERAT €V = a7 € V.
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Axioma 4.7 Fl producto escalar satisface la asociatwidad mizta.
Swnifica que:Ya, 3 € R; VI € V1 a(87) = (af) 7.

Axioma 4.8 Fl producto escalar es distributivo respecto a la suma de escalares.
Es decr:Va, 3 € R: VT €V : (a4 B)ZT =a7T +87T.

Axioma 4.9 El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores.
Es simbolos: Va e R; VT, ¥ € V:a (7 + Y)=aZ +ay.

Axioma 4.10 La unidad que constituye ser un elemento multiplicativo en los reales, es neutro
para el producto.

Es decir:¥z €V :1.- 7 =7,

Sea el conjunto V = R? = {(a,b) /a € RA b€ R}.
La adicién definida en R? por:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ), (b+ d) € R?
El producto de escalares por elementos de R? definido mediante:
a(a,b) = (aa,ab) € R?

Por tanto, la cuaterna (R?, +, R, -) es el espacio vectorial de los pares ordenados sobre el campo
de los reales; y que verifica todos los axiomas estudiados.
Sea: R® = {(z,y,z) Jte RAyE RAz € R}
La adicién definida en R3 por:
(xls Y1, Z]) F (z2) Y2, 32) == (371 + 2, A1 e Y2, 21 yi Z2) G R3
El producto de escalares por elementos de R? definido mediante:

a(z,y, z) = (az, ay, az) € R®

Por tanto la cuaterna (R3 +, R, -) es un espacio vectorial de las ternas sobre el campo de los
reales.
Generalizando: (R", +, R, -).
Sea R” = {(z1, 22, -+ ,&n) /21 ERAZ2 ERA--- ANz, € R}
Sus elementos se llaman n—adas.
La suma definida en R™ por:

(‘7;1,5525"' ;xn) +(Z/1,y2."' »yn) = (.’L‘] +y17‘7"2 +y2v"' y Tn +yn) e R"”
El producto de escalares por los elementos de R" definido mediante:
a(fl'l,x’_), i 71.71) == (azlra:E?) 2 50N ,azn) € Rn

Por tanto, la cuaterna (R", +, R, -) es un espacio vectorial de las n—adas sobre el campo de los
reales.
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4.2. Combinacién lineal de vectores

sk 3 b
SiA= {\ 1 Va0V Y esun conjunto de vectores no vacios del espacio vectorial (V, + R, )
so denomina combinacion lineal de ‘n’ vectores dados, a la suma de esos vectores previamente
multiphcados por walam arbitrarios.
- . . _—’
Combinacién lineal: E n.V ;== Oy V 1 +agVao4 .o 4 a,,v,,.
=1
Asimismo, se puede aﬁmnr que el vector V es una combinacién lineal de los vectores de

A= {\ z'“\ w“--*\ n {+ 81 existen escalares (a; + ag + - + ) tales que:

— — —3 —
V=awWVi+aVe+ - +a,V,

Ejemplo 4.1 Sea ¢l espacio vectorigl: (R%, +,R,-), el conjunto

Vi
A={(23), (—3;’5)); y el vectorw = (4;6))

-
Determinar st el vector V es posible expresar como combinacién linecal de A.

=%

L Vi= (01V1+a2V'2‘

(x) (4,6) = oi(2'%)+6a(235)
(4.6) = (a,80))+ (2805 5ay)
Q,Q == (2a]—§g33 L hoga)

Igualando sus componentes y formando sisterna: S

(1) 20y =3a; =4 (L3)
(2)  3a) + 50, =6 (2)
—6ay + 9a;~=—12 Sustituyendo en (1)
6a1+10c12=12 2(11—3(0)=4

T90, =0
1=

Verificando en couacion(+): X

(4,6) =" 2(2,3) +0(—3,5)
(4,6) = (4,6)

. Bl vector V es posible expresar como combinacion lineal de A. JP \/

) #
Ejemplo 4.2 Sea el espacio vectorial: (R3, +,R,-); el congunto C = ((—-2,0, 1),(-=1,-3, ——l))
el vector: V =‘4, —3,2’. =

Averwquar st el vector V' es posible expresar como combinacion lineal de C'.

—

¥ o= 01V1+a2V2
() @-3.2) = (2D )+ (=1, %52

(4, -3, 2) = (= Z(ll.&,d) + (:_(_\‘q, —3ax ’d)
(4,-3,2) = (—2a; — a9, =30y, ) — (vg)
e )
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lewalando sus componentes y resoltiendo ol sistema:

M) [ -2 -ay=4
‘)\ -—‘ oy o= - — :\' — |
(:. R 3 (-1 l ag =1 |
bﬂ ay -y =2
Sustituyendo en (3)
ay-1=2
|y = |

>y A

Venficando en ecuacion (x): f
X 14
4,-3.2) = 3(-2,0.1)+1(-1,-3, -1)
(4.-3,2) = (-6,0,3) + (=GN 1)
(4.-3.2) = (<#6-1.0-3,3-1)
4,-3.2) # (<7,-3,2)

. El vector V" no es posible eIpresar come combinacion lineal,de €.

4.3. Interdependencia lineal de vectores

4.3.1. Dependencia lineal

”‘

Dado un conjunto finito de vectomA Y,, | F,.

dependiente, si es posible encontrar una oombmwén lineal de
todas nulos (es decir que por lo menos uno de los escalares debe
que esa combinacién lmeal sea igual al vector nulo.

Es decir: A = {‘ 1s ‘ 2,07, V,.}"??,&"

} se afirma que A es linealmente

los vectores de A con escalares no
ser distinto de cero); de tal manera

éesLmealmemeDepeudteute@(az /Zal —0/\0,#0
b =1
& N %;g

Ejemplo 4.3 = 1. Sea%l espacio vectorial ’QR _Jo yel cogygnto de vectores:
& Ui \ A
A=((-21.3).(4,221), (2.3 2))

Determinar st A es L.D. |
Desarvollo: Estableciendo una combinacion lineal e igualando a cero:

— —— — -—
a b 11‘-02"21—03‘ 3=0

(%) (- 213 +ao(4,-, 1) +aq(2, 3»Q=,-' , )_.Cj'
oy , Ay =X (M} oy, AxXy) =
Realizando operaciones y(fom do euster(q&"’ - g 7 e’

= —2ay + 4ag +2a3 =0
- a; +2as +3az3 =0
-l 30‘] —03+203=0
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- ¥ - 3
Resolmendo el sistema por Gauss Jordan
&y

q4.E(2)
2 4 2 [0 J&‘:? V(3
2 3 |o 2)(2) it
3 -1 2 o k- Q\;U- 9 (3
0 8 8 o -
3 (D o 1 2 3 |o
-7 0 -7 |-71]]l0
2. (_?’)_(_i) L 00 0 o
- _';_‘1 -1z L 0 0
0 1. 1, |0

Luego. el sistema se transforma:

ag—a=0 =| o =aq,
et (Infinitas soluciones)

Una solucion particular es:
St ag = 2 (valor arbitrario # 0); entonces:

Sustituyendo en ecuacion (x) &y = ?42 ) Lo =2
& y 2B
2 (-2, 3)+2(42,-1)-2(2,32) - (0,0,0)
(=4,2,6)+ (8,4, ~2)+ (~4,-6,-4) _ (o: 0: 0
(-4+8-4244-66-2-4) (0,0,0)
\ (0,0,0) = (0,0,0)

A aw

2. Sea el espacio vectorial (R, + R, ) y el conjunto de vectores:

|-B £((42.04,1)46,%5, 40, 2) 3, —2’2,’:4)\}.1

Averiguar si B es L.D.

4.3.2. Independencia lineal

Dado un conjunto finito de vectores A = V], V:zw

independiente si no es
al

-
- Vr}, se afirma que A es linealmente

posible encontrar una combinacién lineal de los vectores de A, que sea igual
vector nulo, conn algiin escalar diferente de cero.

En sfmbolos: A4 — {?1, Vg, .. ,Vr}'

A es Linealmente Independiente < (Vi) : Z aV,=0 =a,=0.

=1
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/ Ejemplo 4.4 1. Sea el espacio vectorial (R?, + R, ) y el conjunto de vectores:
/

A=1{(3,-1,2),(-4,2,1),(-3,-2,2)}

Establecer st A es L.1.

— — —» —
Desarrollo: ay Vi + aaVo+azgVg= 0

O @@y 2D (8222 = 0.00)

Realizando operaciones y formando el sistema:

¥ da; — 4og — Jasz = 0
-® | —a,+2a—2a3=0
S ) 204 + ag +2a3=10

Resolviendo el sistema por @ss-JaMan\

w

|
B
dd

(=] N W

o o of0oooco QIO OO

| |
SN

g
p—t
\
(S
-0 Ol O Ol O O

~
o
OO Moo

Luego, el sistema se transforma:

(Solucidn trivial)

Zm
Sustituyendo en ecuaciVW L

(115(/.'3,——1,2)4—(12(—4,2,1)-+—a3(—3,—2,2) == (0,0,0)
(0,0,0) = (0,0,0)

. A es Linealmente Independiente.

2. Sea el espacio vectorial (R*, +, R, -) y el conjunto de vectores:

[B=((4-2,01),(-6,5,-2,3),(-2,3,-2.9)}]

Determinar si B es L.I.
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1.4. Subespacios vectoriales

\ D e s > ol m ‘. " H H e  #
Se afirma que “F” es un subespacio vectorial del espacio vectorial (V, + R, ). cuando F
N bs) v 4
un .‘-\l))(‘()njl““(\ no vacfo de V y a‘l(‘"\?‘.‘i es cerrado r('ﬂ])ﬂ(f',() a la lev de adicion v ”“ﬁ”}"ji’ acior

escalar

4.4.1. Teorema

F' es un subespacio vectorial de (V, +, R, -) si y s6lo si cumple las siguientes condiciones.

l.o#FcCV.
2. TeEFANYeF=>7T+y €F.
. aeRATEeEF=>az €F.

Ejemplo 4.5 1. Sea el espacio vectorial (R®, +, R, -) y el conjunto
A={(x,y,z)€R3/4z—2,+8z=0} — um = 137082

Determinar si (A, +,R,-) es un subespacio vectorial de (R® +,R,-). ,

Desarrollo:
Ininicialmente despejamos una de las variables, es decir: o /

A={(z,y,z)€1k3/'=*‘2z+gz} A

i
Iro. A es subconjunto de R® por definicion. ? ¢
Siz = 2; z = —3 (valores arbitrarios), entonces:
\ e M 9
Moes boras 4= 214D
i(;:ﬂciko/‘;‘y /i’_g> (2, _08’ -3)eEA=>A#9
<W
.. Cumple. = =
2do. (z1,11,21) € AN(F2,12,22) € A
£4U= 2z, + 4z,,';g!2 = 2x9 4+ 429.
(z1,22) 4+ 42,21) € AN (22,225 + 422, 22) € A
(ﬂ’%’l +4z21,2) + (23,2272 + 422, 23) = (Zy l‘?,@iu +H4k, +2x, 414, 2, + 2)
(21,221 + 421, 21) + (T2, 222 + 422, 22) = [T1 + 22(D () + 22) +A)(21 + 22) , 21 + 22) € A

t t

.. Cumple.
3ro. a eRA(z,y,2) € A
Yy =2z +4z
SN

a € R/\(I,m,z)eA
;@,23~'+4Z,.2') = (aoz,Rozx +‘uz,23) €A
.. Cumple

Por tanto, (A, +,R, ) es un subespacio vectorial de (R3, +, R, -).
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9. Sea el espacio vectorial (R*, +,R,") y el conjunto

B= {(11»$2y$3»$4) € Rd/xs =z -fNzy= $4}

| | A LT W )
Averiguar si (B, +,R, ) es un subespacio vectorial de (R*, + R, -). g

1r0. B es subconjunto de R* por definicion:
Si z, = 1; 4 = 2; entonces:

Onde no> veloer 1,=i Y T oz %
a4 =4() (1,8-52)eB=>B#¢
Xa= \ -4

.". Cumple. 2y = =

2(10. (1:1,1:4,13, Id) € B A (ylvﬂvm’yd) c B
X T =TT0, zy =454 ya =Y = 6 gy = s
(xl-,maxl =0,z4) €EB A (a5 4ay y1 “6,y4) €B

(e b2 + (i b =
(21,474, 71 — 6,x4) + (¥1,4Y2, 91 — 6,y4) =

. No cumple. \
De donde (B, +,R,-) no es subespacio vectorial de (R*, +,R,-).

9. Sea el espacio vectorial (R3,+,R, ) y los conguntos:

1 C = {(:c, yl,__z,) GW&: ¢ 10y + 20z = 0}

D = {(zf%, 563)6 R3/zy = —62, ANz3 = 8}
LS N

Determinar st constituyen subespacios vectoriales de (R3, +, R, ).

&
h

4.5. Sistema de generédores

=
k. 72, .«., V, } es un sistema de generadores de V, siy sélo

Un conjunto de vq?iores /{i@—- {V
o una combinacién lineal del conjunto A.

si todo vector de V' puede expresarse com
En sfmbolos: ¢

LN LN I
A es sistema de Generad. de Ve VeV V= Za,-V,-.

i=1

Ejemplo 4.6 Sea el espacio vectorial (R3, +, R, -) y el conjunto:

A=((1,1,1),(2,1,2),(1,0,0))

Determinar si A es un S.G. de R3.

Desarrollo:
Sea (a,b,c) € R>.

) (@bo =EMIN+GE1L)+&\ 1.0.0)
(a,b,c) = e anan +(Zapae @+ @20
((g, b':m.cz = (ai na‘a + a3, ayt 02, 01+ 200)

e o




Jgualnendss wws comagementen y fovinands wn sialerig

{1 I gy & Ly ¢ 0y 7

‘{21 y & Oy l, { ¥
!:’ll l iy = '[/'-, SN {
Tornarnns (1) y (%) Yomnmsnne (7)) 4 (%)
0y 4 vy & tiy =l ‘ try - iy
oy '1/&2 o / lh; = p/-'/ X/
f vy oo | 11 b a s
Susttuyends en (7)
7; (~b ) = Y
c /,’ ‘”I ,/—’/
Y A 7
Verificands en exumcron (%) ' /
£ W N
(a.b,c) (- 501,1,1) ~UBr )2 1.2, < b 4 ;
(abc) = (h-cP_r 2 2w 25 @Q ‘, N2y (= 0.5
(abc) = (H—pp— W+ ;«;.--47/,.4,7/& Do fu I 1 /
5l >
(a,b,c) = fa.’/l;, :
' > ; B
Por tanto el comgunto A es un sistens do. Genenadss s do 2.
' F
. » 3 . P
4.6. Base y dimensién de un espacio vectorial
Un oonjunts de vectores A= IW ¢ € una MMW/J/;, sz V.~ R

g y s6lo si A s linealmente IM;PW ¥ di‘mw 5 A = Ul @Rz e sereranes B S

La dimension de un espack vecorial, & el uimero df VST, (P SIS 7 LR W I AT
vectorial.

Si un esspaao
% £T0.

iz (nicammerte O) “aAor k. edrxi s » srmm e B, Cmensar
e (/ , S =

Ejemplo 4.7 1. S ¢l espocio veetorid (R~ R, - y d eonpais/de wertomes
A= ((21;.2,.-:-’3 -1.6).11.1.1))
Determinar si A es base de (R*, +. R, ). Asvmasms hellar vs dermensin

Desarrollo:

Primeramente analizamos s1 A es L.]:

il

i f s 3 3 § 0
(t} II‘(2{J2 -9-[1.14}—-12 fu‘z.;) 0.0
—ay—az="1

-y 20, —a3; =0
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Resolmendo el sistema serd: (
\ )

2 1 110
0 -1 1 (0
2 0 I [0
2 1 1|0
2 0 [2]|0
2 0 1 {0
1 1 010
1 0 1 |0
0 0|0
0 /| 0 |0
0 0 1 (0
1 0 0 |0
Luego:
a; =0
az = 0 | (Solucidén trivial)
(6 . — 0

Sustituyendo en ecuacion ( *) /} X
0(2/0,2)+0(1,~1,0)+0(L1,1) = (0,0,0)
(0,0,0) = (0,0,0)

S Aes LI
Seguidamente observamos si A es 8.G. de R®
(a,b,c) € R®

(*) (a,b,¢) = a1 (2,0,2) + a2 (1,-1,0) + a3 (1,1,1)

1) [ 2a1 +a2+az=a
€[ mrsrme &‘ . ¢ (2) —as+az=b
Oﬂﬂ}v&{;@f (3) 20 +az3 =c =1)
. Tomamos (1) y ( 3) Sustituyendo en (2)
A 200 + a2 + a3 =a ‘(a—c)+a3=b

—2a; — a3z = —c

|a2=a—c[ La3=a+b—c]

201 +a+b—-c=c
\ —a—b+2c
\ al=

——-——-———2 )
Verificando en ecuacion (*): )\ j
<\_/ A {

(a,b,c) = 1(_a-b+2c)(202)+(a—c)(1 ~1,0)+ (a+b-0)(1,1,1)
(a,b,c) = (—a—b+2c,Q, g bt 20) + (e=b = oQ +latbocatbogg ib,_.g)—
(a,b,¢) “ L6 +b —g o +C a-}-b-—c,—-avﬁ+2c g 4+ )

(a,b,c) = (a,b,¢) |

Sustituyendo en (3)

I




